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El problema dels deu martinis. Un problema tancat

Joaquim Puig i Sadurni

Resum En aquest article exposem la solucié del «problema dels deu martinis», plan-
tejat el 1981 arran d’un problema de la fisica matematica i recentment tancat, sobre
I'estructura cantoriana de I'operador «Almost Mathieu». N’explorarem breument les
motivacions fisiques i les diferents formulacions en diferents contextos, per acabar
donant una idea de la demostracio.

Paraules clau: problema dels deu martinis, conjunt de Cantor, operador de Schrédin-
ger, sistemes dinamics.

Classificaci6 MSC2000: 11K60, 39A70.

Els problemes matematics, especialment aquells que se’ns ofereixen sota
una formulacié tancada i ben precisa han exercit una poderosa influéncia en la
historia de les matematiques com a catalitzadors de nous desenvolupaments
que, en un bon nombre de casos, han resultat ser més interessants que els
problemes que intentaven resoldre.

En aquest article ens proposem presentar I'anomenat «problema dels deu
martinis», que ha estat resolt recentment i esperem que aix0 ens serveixi d’ex-
cusa per poder fer un recorregut per una série de resultats i conceptes que
so6n a cavall de la fisica matematica i els sistemes dinamics. La nostra estra-
tegia sera presentar en les primeres tres seccions diferents formulacions del
problema dels deu martinis, que ens permetran endinsar-nos en els conceptes
i resultats subjacents. En la darrera seccio repassarem els resultats que en els
darrers vint anys s’han anat obtenint en aguest problema i acabarem donant
un esbds de la demostracié del problema dels deu martinis per a freqiéncies
diofantiques i acoblament no critic.
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1 L’equacio de Harper i la formulacio dinamica

La formulacié més senzilla del problema dels deu martinis fa referéencia a
I’'anomenada equaci6 en diferencies de Harper

Xn+1 + Xp—1 + bcos(2Twn + @)Xy = axXnp n Z] Q)

on la incognita, (Xn)nrzy €S una successido de nombres reals i a, b, w i @
son parametres reals. El fet que aquesta equacio, com veurem després, pro-
vingui de diversos problemes fisics motiva que aquests parametres rebin una
denominaci6 especial. Aixi, el parametre a s’anomena parametre espectral o
energia. El terme b cos(2mmwn + @) és un terme periodic si la freqiiéncia w
és racional o bé quasiperiodic en cas que sigui irracional. En qualsevol dels
dos casos b és un parametre d’acoblament, ja que per a b = 0 el terme en
cosinus desapareix. Finalment, ¢, que només és rellevant modul 21, és a dir,
a T =R/(212), s'anomena la fase.

Com és ben sabut, podem resoldre el problema de valors inicials associat a
I'equacio de Harper (1) per a cada parella de condicions inicials a R?. Per fer-ho
podem escriure-la com a sistema de primer ordre en formulacié matricial

1 101 b 111 —1
- 2 + -1
Xn+1  _ @ cos(2rmwn + @) Xn , nzl (@
Xn 1 O Xn—l
| [l [
Aap(CTwn+p)

i, per tant, per a qualsevol k = 0,

1 1 1 1
Xk+1 _ Xo
X = éﬁ,b(ZHwk +|_Hgl) .. .Aa,b(cpb x_q
Ma,b(N,w,®)

mentre que, per a k <0,
1 1 —1 1

X;: = Aab(—2Ttw(K + 1) + @)L ... Aap(—2Ttw + @)L ;‘_01

El fet que puguem escriure I’equacié com un sistema de primer ordre, per bé
que elemental, ens estalvia molts maldecaps, ja que passem d’un problema
«de dimensio infinita» (com és buscar totes les successions que satisfan una
certa equaci6 en diferéncies) a un problema amb dos graus de llibertat. A
meés, a consequéncia de la linealitat del sistema, per a passar de les condicions
inicials a I'’evolucié per un cert n [ZInomés cal que multipliquem per una
matriu,

1 .
%,b O +2nmw(N—-1))...A5p(0), si N=>0
M)

abw(®) = % si N=0 3)
(0 —2mwN)...AJ3 (0 —w), si N<O.

a

que s’anomena la matriu de transferéncia o matriu fonamental.
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L’existéncia d’'una matriu de transferéncia ens condueix al terreny de la di-
namica, on ens preguntem per quina és I'’evoluci6 dels sistemes (en el nostre
cas les solucions de I'’equacié de Harper) en funcié del temps (per a nosaltres
variable discreta n). Més concretament, una primera formulacié del problema
dels deu martinis pot fer-se estudiant el problema de I'estabilitat per a I'equa-
ci6 de Harper. Per aix0 cal que introduim una definicié del que entenem per
estabilitat en I'equacié de Harper, que ens convingui per al que necessitem.
Direm que I'’equaci6 de Harper, per a uns certs a, b i w, és totalment inestable
si per a qualsevol ¢ [Tl'equacié

Xn+1 + Xp-1 + bcos(2mwn + @)Xy = axnp n Z1
no té cap solucié acotada, és a dir, X = (Xp)n amb

[XIo1= sup [Xn| < oo,
n Z1

llevat de la trivial, que és la que té tots els termes iguals a zero. Per tant, una
equacio de Harper no sera totalment inestable si podem trobar alguna fase ¢
per a la qual hi hagi una solucié acotada no trivial. Amb aquesta definici6
podem donar una primera formulacié del

Problema dels deu martinis Si b & 0i w és irracional el conjunt d’energies
a per a les quals I'equaci6 de Harper no és inestable és un conjunt de Cantor.

Observacid Per un conjunt de Cantor entendrem un conjunt que sigui perfec-
te (és a dir, sense punts aillats) i no-dens enlloc (és a dir que la seva adheréncia
tingui interior buit). L’exemple més conegut de conjunt de Cantor és el con-
junt ternari, que s’obté recursivament traient intervals centrats de longitud
un ter¢ de I'anterior d’un interval finit de la recta real, tal i com es mostra a
la figura 1. A diferéncia del conjunt de Cantor ternari, els conjunts de Cantor
del problema dels deu martinis tindran mesura positiva, llevat del cas en que
b = +2. Hom pot també construir conjunts de Cantor de mesura positiva amb
el mateix procediment que el del conjunt ternari si mantenim la posici6 del
punt mig dels intervals que traiem, fem que aquests no tinguin longitud un
terc de I'anterior sind una porcid més petita, per exemple, un quart.

figura 1. Generaci6 del conjunt ternari de Cantor.

El nom d’aquest problema prové d’'una juguesca que féu el matematic Marc
Kac a la trobada anual del 1981 de la American Mathematical Society, en la
qual rebé I'honor de ser el «Colloquium Lecturer». Segons sembla, en la seva



168 Joaquim Puig i Sadurni

xerrada i arran d’'una pregunta de Barry Simon, oferi deu martinis a qui re-
solgués el problema (que havia estat conjecturat per primer cop per Az’bel el
1960, [8]). Barry Simon mateix ([28]) 'anomena aixi en una llista d’'una dot-
zena de problemes oberts en operadors de Schrodinger. Veurem en aquesta
exposicié com aquest problema ha estat recentment resolt.

Abans de presentar altres formulacions del problema dels deu martinis,
fixem-nos un moment en les hipotesis d’aquest. En primer lloc, veurem que la
hipotesi que w sigui irracional és necessaria. Comencem, doncs, amb el cas de
freqiencia racional més simple: w = 0. En aquest cas la matriu del sistema de
primer ordre (2)

Aap (2N + @) = Ag b (P)

és constant per a qualsevol n [—Z1 Aixo vol dir que la matriu fonamental és
senzillament una poténcia n-ésima:

Mab(K, @, @) = Agp RTIw(K—1) + @) ... Aap(P) = Aap(p)®

i la soluci6 del problema de valors inicials és molt senzilla (tant com multipli-

car matrius), e I i I
Xn n XO
=A
Xn—1 a,b((p) X_1

Per a poder veure I'estructura de les zones d’estabilitat, cal que donem
un criteri pel qual les poténcies d’'una matriu constant actuen deixant vectors
acotats. Aquesta és una questi6 classica en matrius de SL(2,R), és a dir, ma-
trius quadrades en dimensi6 dos i determinant igual a 1 (vegeu, per exemple,
la presentacid d’Arnol’d, [1]). Sigui, doncs, P una matriu de SL(2,R). Els seus
valors propis satisfan I’equacio caracteristica

AN —trPA+1=0
i determinen I'existéncia de solucions acotades en I'equacio
Vn+1 - ID\/n ] n Iz] (4)

on v, pertany a R? de la manera segient. Si | tr P| > 2, aleshores els valors
propis de P sén reals i diferents, amb modul diferent de 1 i, per tant, la iteracio
(4) no té solucions acotades fora de la trivial. Altrament, si | tr P| < 2, sempre
hi ha algun vector propi amb valor propi de modul 1 i, per tant, el sistema (4)
té alguna soluci6 no trivial que és acotada.

Si tenim en compte aix0 darrer podem donar ja les zones d’estabilitat de
I’equacio de Harper per al cas trivial o = 0. En efecte, només cal calcular la
traca de la matriu de Floquet, és a dir,

tr Agp(p) = a—bcos(p).

Aixi, doncs, els valors de a totalment inestables per a un b [CRIfixat sén les
energies a [CRIlque compleixen

|la—bcos(p)| =2
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per a qualsevol ¢ [T1D’aix0 resulta que I'equacié de Harper peraw =0
Xn+1 +Xn-1 + bcos(p)xn = axn, n

és totalment inestable si, i només si, |a|] > 2 + |b]. Per tant, cal demanar que
w sigui diferent de zero, ja que en aquest cas només hi ha dues zones d’ines-
tabilitat, els intervals (—o0, —2 — |b]) i (2 + |b], +0), que estan separats per la
banda d’estabilitat o banda espectral [—2 — |b|, 2 + |b|] que no és, clarament,
un conjunt de Cantor. Es clar que la zona d’estabilitat tampoc sera un conjunt
de Cantor quan sigui la unié d’un conjunt finit de bandes d’estabilitat. Anem
a veure que aixo és el que s’esdevé quan w és un namero racional.

Considerem, doncs, I’equacié de Harper periddica, que s’esdevé quan w =
p/q amb p,q CNlprimers entre ells. En aquest cas la matriu de transferéncia
no és la poténcia d’una matriu constant siné que només cada cert nombre
d’iteracions:

31 31 4

Veo Ka@ g “Man ae g =PI

on PQS((p) és 'anomenada matriu de Poincaré. L’evoluci6 del sistema de pri-
mer ordre associat a temps gk, per a qualsevol k [Z] també ve donat per les
poténcies de la matriu de Poincaré:

— — 3

Xgk+1 Xo
q — vaq Kk
qu a,b ((p) X—l

Aixi, doncs, per a estudiar I'estabilitat de I'equacio de Harper periodica,

1 1

Xn+1 + Xn—1 + b cos 2n§n+cp = aXn, n [Z] (5)

n’hi ha prou amb calcular la traga de Pg’g(cp). En efecte, encara que la traga de
la matriu de Poincaré només ens doni informacié de I'estabilitat dels iterats
multiples de q del sistema de primer ordre, per a recuperar els altres iterats
només ens cal multiplicar aquesta matriu de Poincaré per un maximdeq—1
matrius (que sempre seran les mateixes a causa de la periodicitat del sistema).
Per tant, I'equaci6 de Harper periodica sera estable, per a uns certs a,b i ¢ si,
i només si, la traca de Pgﬁ((p) és a I'interval [—2,2]. Si fixem b i q, aquesta
traca (sovint anomenada també discriminant) és un polinomi de grau g en
a. Les regions d’estabilitat, doncs, formen un maxim de q bandes espectrals
disjuntes. Aquestes estan separades per intervals oberts d’inestabilitat que
s’anomenen, en aquest context, zones prohibides (més endavant també ens hi
referirem com a forats espectrals). A més, I'anomenat principi d’oscillacié de
la traca (e. g. [23]) ens assegura que l'equaci6é tr ng‘(cp) = 2 (resp. —2) té
exactament g arrels comptant multiplicitats i que aquesta és com a maxim 2
(vegeu la figura 2).
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figura 2: Discriminant de I'equacioé de Harper periodica en funcio
de a per a diferents valors racionals de w amb @ = 0i b = 1.
D’esquerra a dreta, 1/2, 2/3 i 3/5. A les zones sense sombrejar el
valor absolut del discriminant és menor o igual que dos i, per tant,
les energies corresponents formen una banda espectral.

Tenint en compte que la matriu de Poincaré ens déna els iterats multiples
de g, podem relacionar els diferents valors de la seva traga amb les solucions
del sistema de primer ordre:

1 Proposicié Sigui Pz’g((p) la matriu de Poincaré de I'equaci6 de Harper peri-
odica 1 1

Xn+1 + Xn-1 + bcos 2n%n+cp = aXn, n CZ (6)
amb p i g primers entre ells. Aleshores:

- Si | tr PY(@)] > 2, (6) no té solucions acotades fora de la trivial.
e Si|tr P;S ()] < 2, totes les solucions de (6) sén acotades.
= Si tr P(@) = 2 Pap (@) E I, (6) té una Gnica soluci6 periddica (resp.

antiperiodica si la traga és —2) (Xn)nzade periode q, Xn+q = Xn (resp.
Xn+q = —Xn) per a qualsevol n (llevat de normalitzacio).

e Si ng((p) = =+, totes les solucions son periddiques o antiperiodiques amb
periode q.

Van Mouche ([31]), usant el teorema de Bézout per a corbes projectives
planes, demostra que la situacié en que dues bandes d’estabilitat de I’equaci6
de Harper s’ajunten només s’esdevé en casos excepcionals.

2 Teorema (Van Mouche, [31]) Si b & 0i w = p/q és racional, I'’equaci6 de
Harper té almenys g — 1 bandes d’estabilitat disjuntes per a qualsevol ¢ [Tl
L’'operador té q — 1 bandes només quan

1. q és multiplede 4i ¢ [CAm/q)Z,
2. g ésparelli CIVqg+ (211/9)Z,

en qué el forat central degenera a {0}.
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Aixi, doncs, encara que en el cas periodic el conjunt d’estabilitat no és un
conjunt de Cantor, el resultat anterior té com a conclusié que una successio
d’equacions de Harper periodiques amb periode g que tendeixi a infinit tindra
un nombre de bandes espectrals disjuntes tendint a infinit.

Una manera de visualitzar aix0 és a través dels diagrames de la figura (3),
que s’anomenen papallones de Hofstadter ([15]) introduits per Douglas Hofs-
tadter mateix i popularitzats posteriorment a [16]. Per a un valor de b fixat
es representen en la direcci6é vertical frequéncies racionals p/q i en I’horit-
zontal els valors d’energies estables de la corresponent equacié de Harper. En
prendre els denominadors valors molt alts (i aproximar molt bé irracionals)
es té una idea de quina pot ser I'estructura de les zones d’estabilitat en el cas
quasiperiodic de w irracional. Aquesta coexisténcia harmoniosa de bandes i
conjunts de Cantor sorprengué a Hofstadter mateix, que escrigué: «com que
petites variacions en w poden produir enormes fluctuacions en el valor del
denominador g, hom es troba, aparentment, amb una prediccio fisica inac-
ceptable. Tanmateix, la natura és prou enginyosa per trobar el seu cami en
aguesta aparent anormalitat.» ([15])

2 L’operador «Almost Mathieu» i la formulacio espectral

En la seccié anterior, i gracies a la proposicié 1, hem vist una manera d’in-
terpretar el problema dels intervals d’estabilitat en funcié de I'existéncia de
solucions periodiques o antiperiodiques. Per a uns certs valors de b i ¢ fixats,
en comptes de cercar els valors de a que tenen discriminant 2 o —2, podem
intentar trobar directament els valors de a que fan que I'equacié de Harper
periodica tingui solucions (Xn)n zA-periodiques,

Xn+q = Xn , n [Z1

o bé g-antiperiodiques

Xn+q = _Xn , n III

Com que I’'equacio de Harper és lineal i només cal trobar q termes de la succes-
si0, la recerca d’aquestes solucions és equivalent a un problema espectral, de
valors i vectors propis. En efecte, els extrems de les bandes d’estabilitat vénen
donats pels valors de a que siguin valors propis de la matriu de dimensio6 q:

L1 L1

b cos(®) % —0 -

1 b cos (p—ZT[Tp 1 ... 0 —

Hp /g = 0 1 0 ]

1] [
1 0 0 1 bcos cp—w
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figura 3: Papallones de Hofstadter per a diferents valors de b. De
dalt a baix i d’esquerraadretab =2,1.5,1,0.5i 0. El nom de «papa-
llona de Hofstadter» es reserva habitualment al cas b = 2 en que la
mesura dels valors estables de a, per a frequéncies irracionals, és O
(vegeu la secci6 4). En els altres casos la mesura és sempre positiva i
ve donada per la formula |2]|b| — 4|, com demostraren Jitomirskaya
i Krasovsky a [18] (vegeu també la monografia de Last, [22]).
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per al problema periodic i

1 1
b cos(yp) 3 —0 - -1
1 b cos (p—ZT[Tp 1 ... 0
t:.p/q,qo: 0 1 L 0
| N ] :2 -1
-1 0 0 1 bcos - 2m@be

q

per a I'antiperiodic. Hi haura exactament q bandes d’estabilitat si tots aquests
valors propis son diferents, com ens assegura el teorema 2 per a I’equaci6 de
Harper.

Aquesta interpretacid espectral permet una altra formulacié del problema
dels deu martinis. Per aixd0 hem de veure com formular el problema espec-
tral quan la frequiéncia w és irracional, cosa que ens portara a un problema
espectral en dimensio infinita. L’equacio de Harper

Xnp+1 + Xpn—1 + bcos(2mmwn + @)Xy = axnp n Z1

es pot veure com una equacié de valors propis sobre I'espai de successions R?
si definim un operador que actui sobre aquestes de la manera segtient

(Hb’w’(px)n = Xnp+1 + Xp—1 + bcosRmown + @)Xxn, n Z1

En I'espai de successions aquest és un operador lineal. Per a poder parlar
d’espectre haurem de definir una topologia adient sobre un subconjunt de R?
i, com que volem preservar el caracter autoadjunt del problema, considerarem
I'espai 12(2) de les successions x = (Xn)n rztals que

1
L1 2

XE L |x, 2 Lk .
n [Z1

A l'espai 12(Z) I'operador Hp . S/@nomena habitualment «Almost Mathi-

eu». Es facil veure que és ben definit, és a dir que si x [12(Z) aleshores també
Hp.e.oX [T2(Z) i que és lineal i acotat

%o,wx%s @+ Ib]) X5

També és autoadjunt, ja que
I:Eb'w'(pu, Vv E: m, Hbywy(pv I_,—_l

per a qualsevol parella u, v d’elements de 12(2).
A 12(2) I'espectre de I'operador «Almost Mathieu» és el conjunt de A [Cl
per als quals I'operador desplacgat

Hb'(‘o'(p - )\I
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no té una inversa acotada com a operador de 12(Z) (de fet, pel teorema de
I’Aplicacio Oberta nomésregal veurejque no és bijectiva, [27]). Aquest conjunt,
que denotarem per Spec Hp ¢, o . €S Un subconjunt tancat de I'interval [-2 —
|b|, 2+|b]]. El seu complementari, la resolvent, és la unié numerable d’intervals
oberts anomenats forats espectrals (vegeu la figura 4). Amb aquestes noves
eines el problema dels deu martinis ja es pot enunciar en la seva formulacio
original.

Problema dels deu martinis (Kac i Simon, 1981) Si b 8 0 i w és irracional,
I’espectre de I'operador «Almost Mathieu» és un conjunt de Cantor: els forats
espectrals sén densos a I’espectre.

Abans de continuar, recordem que, en espais de dimensio infinita com ara
12(2), cal distingir entre espectre i valors propis. Una energia a [CR és un
valor propi si hi ha un element no nul de I'espai 12(Z) , anomenat vector propi,
que satisfaci I’equaci6 de valors propis

1 1
Hp ,pX i Xn+1 + Xn+1 +bcos 2mwn + @)Xy, =axy, n CZ

Es facil veure que els valors propis, el conjunt dels quals denotem per
Opp(b, w, ), pertanyen a I'espectre, perdo no a la inversa. Per exemple, I'o-
perador «Almost Mathieu» té sempre espectre no buit pero no té valors propis
si |b] < 2. Tornarem a aix0 en la seccio 5.

3
25
2
15
1t
05 r
0 ‘ ‘ ‘
05 1 15 2 25 3 3.

figura 4: For%ts espectrals més grans per a I’'operador «Almost Mat-
hieu» i w = ( 5—1)/2. Només es representen valors positius de b
per la simetria respecte a = 0.

o

5 4

Malgrat la precisio del paragraf anterior, podem caracteritzar I'espectre en
funcié de com creixen les solucions de I'equacié de valors propis. En efecte,
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Johnson ([19]) demostra que, si w és irracional, a pertany a I'espectre de I'o-
perador «Almost Mathieu» Hp ¢, Si, i nomeés si, la corresponent equacio de
Harper

Xn+1 + Xn+1 + b cos 2mwn + @) X, = axn

té una soluci6é acotada no trivial per a algun ¢ [Tl Una conseqiiéncia d’a-
questa caracteritzaci6 és que lI’espectre, com a conjunt, és independent de ¢.
Denotarem aquest conjunt per o (b, w). Una altra, important per a la coheréen-
cia de la nostra exposicio, és que les dues formulacions que hem donat del
problema dels deu martinis s6n equivalents. Es a dir, una equacié de Harper
és totalment inestable si, i només si, el corresponent valor de a no pertany a
I’espectre.

-

figura 5: Forats espectrals per a I'operador quafiperiédic de Schro-
dinger amb V (8) = cos(8)+0.3cos(20) i w = ( 5—1)/2. Observem
com un dels forats espectrals es tanca per a un valor de b. Represen-
tem b a la direccié vertical i a a la horitzontal. A I'esquerra, ampli-
acio al voltant de la «butxaca» que apareix quan un forat espectral
que era obert es tanca. Aquestes «llenglies» i «butxaques» han estat
estudiades per Broer, Puig i Simé a [11].

Com veurem en la darrera seccio, I'estratégia per a la demostracio del pro-
blema dels deu martinis ([26]) consistira a veure que els forats espectrals son
densos a l'espectre per a qualsevol valor de b. No sempre els forats espec-
trals estan oberts per a tots els valors de b i aix0 és forga especial de I'opera-
dor «Almost Mathieu». En efecte, si considerem un operador quasiperiodic de
Schrédinger,

1 1
Hy c,0X o = Xn+1 + Xp—1 +V(2ITwn + @)Xn,

on V és una funcié de 27mt-periodica, podem trobar-nos en qué alguns forats
espectrals «es tanquin» per a certs valors del potencial V (vegeu [11] i la figu-
ra 5).
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3 Electrons en un camp magnetic i la formulacio fisica

El model de I'operador «Almost Mathieu» o de I’equacié de Harper fou intro-
duit dins la comunitat fisica per a estudiar el comportament d’electrons sota
un camp magneétic. Aquesta aproximacio resulta ser illuminadora de cara a la
comprensio de I'’efecte de Hall quantic. Descrivim-lo en primer lloc breument,
mentre que per a una introduccié més rigorosa (vegeu Bellissard et al. [10]).

figura 6. Diagrama de I'experiment de Hall classic. Figura extreta
de Avron et al. [7].

Edwin H. Hall, el 1880, realitza I’experiment segient. Prengué un full prim
d’or i un galvanometre als dos extrems del full (tal com s’indica a la figura 6).
En fer-hi circular un flux eléctric i aplicar-hi simultaniament un camp magne-
tic orientat verticalment observa com es produia una diferéncia de potencial
entre els dos extrems del full. A més, observa que aquest voltatge de Hall,
Vy, augmentava linealment amb la intensitat del camp magneétic. En dividir la
intensitat del corrent eléctric pel voltatge de Hall, s’obté I'anomenada conduc-
tancia de Hall, que s’escriu com oy. Aquesta té la dimensié de I'invers d’'una
resisténcia. Per tant, podem introduir un factor adimensional v, anomenat fac-
tor d’emplenament que és directament proporcional al corrent i inversament
proporcional al camp magnétic de manera que

Ry = L,
OH
I’'anomenada resistencia de Hall és constant i igual a

h
RH:?.

Aquest experiment fou important ja que fins aleshores, incloent-hi el mateix
Maxwell, es suposava que el camp magneétic actuava sobre el conductor i no
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sobre els electrons. Aix0 porta a una explicacié en termes de les forces de
Lorentz.

Aquesta constancia es dona per feta durant més d’un segle, fins que Klaus
Von Klitzing, el 1980, observa que en temperatures properes al zero absolut
i camps magnetics molt intensos la dependéncia de la resisténcia de Hall no
és lineal sind que apareixen uns intervals de constancia per a certs valors del
factor d’emplenament. Von Klitzing féu variar el corrent, pero en experiments
posteriors es preferi fer variar la intensitat del camp magneétic. A més, en ca-
dascun d’aquests intervals s’observa que la conductancia oy coincideix, amb
una precisié sorprenent, amb nombres enters (vegeu la figura 7). Per aixo di-
em que la conductancia de Hall esta quantitzada. De fet, els experiments sén
tan precisos que han permeés calcular Ry, que és una constant universal, amb
una precisio de 1078, cosa que ha fet que actualment les unitats de resisténcia
es defineixin en termes d’aquest experiment.

gz %
et g
3__ iy
2. -
1+ ;)I
1] ' } /l \ } j — '
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figura 7. Representacié esquematica de les observacions experi-
mentals de I'efecte de Hall quantic. La conductivitat de Hall es re-
presenta en unitats de e2/h en funci6 del factor d’emplenament v.
La linia discontinua representaria la conductivitat de Hall classica.
La tercera funcio representada (que s’anulla a on la conductancia de
Hall és constant) és I'anomenada conductivitat directa, que no trac-
tem aqui. Extret de [10].

Per a veure com poden explicar-se qualitativament alguns dels trets de I'e-
fecte de Hall quantic a través del problema dels deu martinis cal que tornem
enrere en el temps. Rudolph Peierls, que el 1929 com a estudiant de tesi de
Werner Heisenberg havia investigat per qué el voltatge de Hall pot tenir dife-
rents signes, proposa amb el seu estudiant P. G. Harper el model seglient per a
electrons metallics sota camps magnétics el 1955 ([13]). Aquest ve donat pels
operadors magneétics segiients a 1%(Z?)

Uw)(n,m)=d(n—1,m), (VoW)(n,m)=e>"""y(n,m-1),
per a (n,m) [ZP, després que una série de simplificacions s’hagin dut a
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terme. L’espectre de I'operador
[ (|
h(®,c1,c2) =c1 U +U£—Cz Vo +V¢I§|

es pren com a aproximacio de I'espectre d’energia d’un electré en una xarxa
rectangular sota un camp magnetic perpendicular d’intensitat ®. Les constants
c1 i c2 mesuren la intensitat de I'acoblament en les diferents direccions del
reticle.

Per a relacionar els operadors magneétics amb I'operador «Almost Mathieu»,
observem que podem escriure les solucions de I’'equaci6 de valors propis de h
com

W(n,m) =e*Mp(n),

on ¢ és soluci6 de I'equacio
d(n—1)+d(n+1)+ % cos (2m®n + @) ¢(n) = adp(n),
1

que és precisament I'’equacié Harper amb parametres

b ¢ .

— =22 w=0o.

2 C1
D’aquesta relaci6 és facil veure que I'espectre de h és basicament el mateix
que el de I'operador «Almost Mathieu»:

1
Spec (h(®,c1,c2)) = Spec Hp,o,0-
@ [11

Per tant, els parametres b i w en I'operador «Almost Mathieu» tenen una
interpretacio fisica. El parametre b mesura quina és la interaccié de I'electré
en les dues direccions principals del reticle. Aixi el cas b = 2 correspon a
una interacci6 igual en les dues direccions i per aix0 s’anomena cas quadrat.
D’altra banda, la frequéncia w és la intensitat del camp magnétic de tal manera
que si w = 0 no hi ha camp magnetic. Tot i que el model de Peierls i Harper
no explica I'efecte de Hall quantic a causa de les nombroses simplificacions
(no té en compte, per exemple, les interaccions electro-electré ni explica la
seva sorprenent persistéencia malgrat les impureses del material) anem a veure
la interpretacié que es pot donar de I'efecte de Hall quantic a través de la
resposta afirmativa al problema dels deu martinis.

Per comprendre aquesta interpretacio, fixem a, b i @ i considerem la «fun-
cio6 de distribucié» seglient dels valors propis de I'operador «Almost Mathieu»

1 1

.....

amb certes condicions a la frontera. Aleshores Avron i Simon ([6]; vegeu també
Johnson i Moser, [20]) demostraren que el limit

lim Kip.wo (@) = k(@)
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figura 8: Calcul numeéric de la densitat integrada d’estats per a
I'gperador «Almost Mathieu» amb parametres b = 0,0,5,1,2, wo =
( 5-1)72

existeix i s’anomena densitat integrada d’estats, que escriurem com ids . Aquest
limit és independent de ¢ i com a funcié de a és continua i no decreixent (si fi-
xem b). Els punts de creixement sén exactament els de I'espectre de I'operador
«Almost Mathieu». Aquesta funci6 presenta una estructura d’escales del diable
(vegeu la figura 8) ja que si el problema dels deu martinis té solucio afirmativa
aleshores els intervals de constancia d’aquesta funcié (que sén precisament
els forats espectrals) sé6n densos a I'espectre.

A més, el que explica la quantitzacio de la conductancia de Hall en el model
de Peierls Harper és I'anomenat etiquetatge dels forats espectrals que demos-
traren Johnson i Moser ([20]). Si una energia pertany a la resolvent de I'opera-
dor «Almost Mathieu», aleshores la densitat integrada d’estats ha de complir

kpw(@) —kw CZ @

per a un enter adient (vegeu la figura 9). En particular en el model de Peierls-
Harper, es pot veure, que si I’energia de Fermi és dins d’un forat espectral (en
la nostra interpretacio, si a és a dins d’un forat), I’enter K és la conductancia
quantitzada de Hall (vegeu Thouless et al. [30]).

Observem que el teorema d’etiquetatge dels forats espectrals ens déna uns
«candidats» a ser forat, perdo no ens diu que el forat estigui obert (encara
que a l'operador «Almost Mathieu» sembla que aix0 és el que passa, vegeu la
figura 10). Es a dir que, a part dels forats espectrals que sén un interval obert,
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figura 9: Etiquetatge dels @rats espectrals per a I'operador «Al-
most Mathieu», b = 2iw = ( 5—1)/2. L’enter en la direcci6 vertical
correspon a I'etiqueta del forat espectral en I'equacio (7) determinat
per I'interval de constancia de la densitat integrada d’estats.

podem parlar també de forats collapsats o tancats quan en una certa energia
la densitat integrada d’estats compleix la relacié (7) perd no hi ha un interval
de constancia adjacent.

Com que el conjunt de valors de la ids que satisfan alguna relacié com (7)
és dens i la funcio és continua, si veiem que «tots els forats espectrals estan
oberts» (aquestes foren les paraules textuals de Mark Kac el 1981) I'espectre
sera un conjunt de Cantor i s’explicara la quantitzacio de la conductancia de
Hall en el model de Peierls. Notem, pero, que veure que tots els forats espec-
trals sOn oberts és més fort que I'estructura de Cantor; per aixo rep el nom
del problema fort dels deu martinis. Per a una resposta parcial i referéncies,
vegeu [26].

4 El Problema dels deu martinis. Un problema tancat

Aquestes tres formulacions del problema dels deu martinis que acabem de
presentar (juntament amb d’altres com les algebres C “due no hem tractat)
donen una idea de la varietat de métodes que s’han emprat per tal d’aconse-
guir, recentment, la demostracio del problema dels deu martinis. Per acabar
I'exposicié donarem alguns dels resultats parcials que s’han obtingut des de
fa més de quaranta anys, quan la questio fou plantejada per primer cop, i re-
servarem la secci6é seglient per a un esbds de la demostracio en el cas més
significatiu.

Per tal d’enunciar aquests resultats és important tenir un indicador de
«com de proper» és un nombre irracional de ser racional. Direm que un nom-
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figura 10: Papallona de Hofstadter amb els forats etiquetats per
una tonalitat (que en la interpretacio fisica és la conductancia quan-
titzada). Vegeu Osadchy i Avron [24],

bre w és diofantic si existeixen constants ¢ > 0 i T > 1 que compleixen les
desigualtats

|sin2mNnw| > c
[n]*
per a qualsevol n [ZN {0}. Aixo ho escriurem com w [DIC(c, T). El conjunt
de nombres que compleixen alguna condicié diofantica té mesura total. Aixo
vol dir que el seu complementari als irracionals reals, els anomenats nombres
de Liouville, t¢ mesura de Lebesgue zero. Tanmateix, el conjunt de nom-
bres de Liouville és dens i no numerable a R.

Les estratégies de demostracié son diferents en els casos de nombres di-
ofantics o liouvillians. Per als nombres liouvillians, s’'usen resultats per al cas
periodic juntament amb resultats de continuitat de I’espectre en aproximar el
cas periodic pel quasiperiodic. Per als nombres diofantics, s’'usa precisament
el fet que estan «lluny» dels nombres racionals, més concretament, que els
termes del seu desenvolupament en fraccié continua no creixen de manera
massa rapida. En aquest darrer cas s’han combinat tecniques KAM, de renor-
malitzaci6 i multiescala.

Com que per a valors de w racional sabem que tots els forats espectrals
estan oberts pel teorema 2, una possible estrategia seria aproximar el cas qua-
siperiodic pel periodic. Aquesta idea fou usada ja per Bellissard i Simon ([9])
per demostrar que el problema dels deu martinis és cert per a parelles generi-
ques de (b, ). Aquest conjunt, tanmateix, és de mesura zero. A més, no hi ha
una caracteritzacio explicita de les frequencies per a les quals aix0 s’esdevé,
tot i que han de ser properes a racionals. En el cas de frequencies Liouville,
Choi, Elliott i Yui ([12]) demostraren el problema dels deu martinis per a una
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subclasse dels nombres de Liouville. La resta de nombres de Liouville han estat
tractats finalment per Avila i Jitomirskaya ([4]).

En el cas diofantic, que engloba gairebé tots els nombres irracionals en
sentit de la mesura de Lebesgue, els resultats s’han de classificar segons si s6n
pertorbatius o no. S6n pertorbatius quan donen resposta positiva al problema
dels deu martinis per a un cert w [CDIC(c, T) si |b| és més petit que una certa
constant que depén de la classe diofantica, és a dir, de les constants c i T.
Com a resultat pertorbatiu en aquest sentit tenim el de Sinai ([29]), el 1987.
Finalment, el 2004 Puig ([26]) va demostrar el problema dels deu martinis per
a frequéncies diofantiques i |b| & 2.

El cas |b] = 2, que ja hem vist que fisicament es corresponia amb el
cas «quadrat», és especial ja que, a partir de les investigacions numeriques
d’Aubry ([2]) es va tenir I’evidéncia que la mesura de I'’espectre era zero (aques-
ta era 'anomenada «conjectura d’Aubry», també a la llista de Barry Simon,
[28]). Per les propietats de la densitat integrada d’estats i I'’etiquetatge dels fo-
rats, aquesta conjectura implica el problema dels deu martinis per a aquests
dos valors de b. Els primers resultats en aquesta direccié els varen obtenir
Hel Cerli Sjostrand ([14]), el 1989, en demostrar-ho per a un conjunt de diofan-
tics de mesura zero. Finalment Last ([21]) i Avila i Krikorian ([5]) demostraren
aquesta conjectura per a tots els valors irracionals.

Aixi, doncs, després de quaranta o vint-i-cinc anys (segons com comptem),
el problema dels deu martinis ha estat tancat.

5 Els ingredients de la demostraci6

En aquesta darrera secci6 ens proposem esbossar la demostraci6 del problema
dels deu martinis en el cas diofantic i acoblament |b| & 2 no critic, donada
en primer lloc a [26]. Per als casos extrems, |b|] = 2 o w no diofantic pero
irracional, que no tractarem aqui, podeu trobar una bona introduccio a [3].
Molts dels conceptes i resultats que presentarem es poden enunciar en una
generalitat més gran, tot i que no ho farem per tal que fer I’'exposici6 sigui
més planera.

5.1 Reductibilitat i extrems de forats

En la primera seccié hem vist com es pot plantejar el problema dels deu mar-
tinis des d’una perspectiva dinamica. Es a dir, que podem passar del proble-
ma espectral de dimensié infinita a un problema de dimensio finita perqué
qualsevol successid que satisfaci I’equacio de valors propis queda totalment
determinada pel valor de la successio en dos indexs consecutius. Hem vist
també que si la freqUéncia és periddica aleshores la matriu fonamental es pot
expressar com la poténcia d’'una matriu constant quan I'index és multiple del
periode. Per estendre aquest darrer concepte al cas quasiperiodic, en el qual
la freqléncia és irracional, introduim el concepte de la reductibilitat en una
equacio de Harper.
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Direm que una equaci6 de Harper, amb a i b fixats, és (analiticament) re-
ductible a coeficients constants quan la seva matriu fonamental, Mg p (N, W, @),
admet la representacio de Floquet seguent:

Ma,b(N, @, @) = Zap (2TNW + @) B, Za b (@)~ 8

essent Zyp : T - SL(2,R) una funcié analitica i By p, anomenada matriu de
Floquet, una matriu de SL(2,R) que no depén de ¢. La importancia de la re-
ductibilitat en I’equacio de Harper és que la matriu de Floquet codifica moltes
de les propietats dinamiques de I'’equacio. Per exemple, usant les idees de la
seccid 1 és facil veure que la traca de la matriu de Floquet d’'una equaci6 de
Harper reductible és més petita o igual que dos si, i només si, a és a I'’espectre
del corresponent operador.

En la demostracié usarem que, quan la traca de la matriu de Floquet d’'una
equacio de Harper reductible val 2 o —2, la corresponent energia és a I'extrem
d’'un forat espectral. Aquest forat és collapsat (és a dir, no és un forat de
veritat siné un «candidat» a forat segons el teorema d’etiquetatge dels forats)
si, i només si, la matriu és la identitat o0 menys aquesta (vegeu [26]).

Per tant, per a demostrar I'estructura de Cantor per a uns certs b i w n’hi
hauria prou amb veure que hi ha un conjunt d’energies a, dens a I’espectre,
tals que la seva corresponent equacio de Harper és reductible i la seva matriu
de Floquet té traca dos, pero sense ser la identitat. Tanmateix, una equacié
de Harper no té per qué ser reductible. De fet, una conseqiéncia de la pro-
pera seccio sera que I'equacio de Harper amb freqieéncia irracional no pot ser
reductible si |b] > 2 i a és a I'’espectre. Paradoxalment sera el tipus de com-
portament de les solucions descrit a la seccid vinent (incompatible amb la
reductibilitat) el que ens permetra demostrar reductibilitat per a un conjunt
dens dins de I'espectre quan |b| < 2 i w és diofantic.

La reductibilitat d’equacions com la de Harper i més generals és un con-
cepte util en diferents contexts. Podeu trobar-ne una introduccio i referéncies
a la monografia [25].

5.2 Localitzacié no pertorbativa

El segon ingredient important per a la demostracié que presentarem és el
resultat seglient de Svetlana Jitomirskaya ([17]) que, en part, resol també un
dels problemes de la llista de Barry Simon ([28]). Tot i que és més general que
no pas com I'enunciarem, ens restringirem al cas que ens interessa.

3 Teorema (Jitomirskaya, [17]) Suposem que w és diofantic. Aleshores, si
|b] > 2 'operador «Almost Mathieu» Hy, ¢, 0 té espectre purament puntual, és a
dir, existeix una base ortonormal de 12(Z) formada per vectors propis. A més,
aquests vectors propis decauen exponencialment (direm que estan exponenci-
alment localitzats). Aix0 és, si (W) z£s un d’aquests vectors propis, aleshores
podem trobar constants positives o i B de manera que |Pn| < ae Pl per a
qualsevol n.
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Aquest és un resultat no pertorbatiu, segons la classificacié que hem fet
a la secci6 anterior, ja que encara que es demana que w sigui diofantic, w [1
DC(c, 1) per auns certs c i T, el resultat no depén d’aquestes constants.

En termes de I'equaci6é de Harper, el resultat de Jitomirskaya ens diu que
si |b|] > 2 i w és diofantic, aleshores per cada valor propi, a [Cahp(b, w,0),
I’equacio de Harper corresponent

Xn+1 + Xp—1 + b cos (2T wN) Xn = axXp, n CZ 9)

té una solucid localitzada exponencialment. Donat que els vectors propis han
de formar una base de 12(Z) és facil veure que Opp(b,w,0) és dens a l'es-
pectre. Anem a veure que les energies de opp(b, w,0) son extrems de forats
espectrals oberts, amb la qual cosa obtindrem I'estructura de Cantor.

Observem, finalment, que I’existéncia de solucions localitzades és incom-
patible amb la reductibilitat, ja que no hi ha cap representacio de Floquet com
(8) que permeti generar solucions localitzades (al menys amb la definicié de
Zap regular com hem donat). En efecte, per a una equacié de Harper reduc-
tible, si una solucié no nulla decreix exponencialment a —oo, aleshores forgo-
sament ha de créixer exponencialment a +oo i aix0 exclou les solucions loca-
litzades. Per tant, no podem demostrar que els valors propis de opp(b, w,0)
son extrems de forats de I'espectre usant la caracteritzacio de la reductibilitat
als extrems dels forats. Per poder-ho fer haurem d’usar el truc de la dualitat
d’Aubry que presentem tot seguit.

5.3 Dualitat d’Aubry

Un tret distintiu de I'’equaci6 de Harper és I'anomenada dualitat d’Aubry i és el
que ens permetra passar del regim localitzat |b| > 2 al regim estés |b| < 2. Tot
i que té diverses versions, totes es basen en una idea molt senzilla ([2]). Sigui
(Wn)n zuna solucié localitzada exponencialment de I'equacié de Harper per
a un cert a (que sera valor propi) i un |b] > 2. Podem prendre, per exemple,
les solucions del resultat de Jitomirskaya quan w és diofantic.

La transformada de Fourier de ),

_ 1
P@O) = Yne""

n[Z1

és una funcié 21t-periodica i analitica a causa del decreixement exponencial
dels Y. Com que els seus coeficients de Fourier satisfan I'equacio (9), és facil
veure que la successi6 quasiperiodica

Xn =PR2nwn+06), n A (10)

satisfa la relacioé seguent:

Brn,  n Iz (11)

4
Xn+1 + Xn-1 + ™ cos(2mwn + 0)xp = b
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Observem que aquesta és una equaci6é de Harper, la seva equacié dual, pero
els parametres han canviat: si abans |b] > 2, ara el seu modul és més petit
que 2. Pero el que és important per a I'estructura de Cantor és que I'existéncia
d’una solucié quasiperiodica com (Xn)n amb { analitica implica que I'’equacié
de Harper dual (11) és analiticament reductible i podem triar la matriu de

Floguet com - 1
1 fap
Boasbbra = ?L (12)

per a un cert f5, Rl Per a demostrar-ho cal usar I'existéncia de la soluci6
quasiperiodica per a «triangularitzar» la matriu fonamental i la condicié dio-
fantica per a resoldre un problema unidimensional de petits divisors (vegeu
[26]).

Amb la caracteritzacio de la seccié 5.1 nhomés cal veure que si a [a}p (b,
w, 0), aleshores I'element fora de la diagonal, fap, és no nul. Si veiem aixo
tindrem I’estructura de Cantor per a |b| < 2. Per a |b| > 2 el resultat també se
seguira, ja que una de les consequiéencies de la dualitat d’Aubry, demostrada a
[6], és la invariancia de la ids per la dualitat d’Aubry

Zh
Kb,w (@) = Kasb,w 5
per a qualsevol a [CR i b no nul. En particular, usant la caracteritzacio de
I’espectre en termes del creixement de la densitat integrada d’estats, és clar
que a és a pPeppegtie o (b, w), amb b & 0 si, i només si, 2a/b és a I'espectre
del dual o %, w . Per tant, I'’estructura de Cantor per a |b| > 2 se seguira de
I'estructura de Cantor quan |b| < 2. Anem a veure aixo darrer.

5.4 L'argument d’Ince

Com hem vist, per a demostrar I'estructura de Cantor només cal veure que
les matrius de Floquet (12), a les quals podem reduir I'equacio de Harper dual
(11) quan a és un dels valors propis donats pel resultat de Jitomirskaya, no
son la identitat, ja que aixo voldria dir que el forat és collapsat. Aquest és
el punt clau de la demostracio, ja que és, juntament amb la dualitat d’Aubry,
el més especific de I'operador «Almost Mathieu» respecte d’altres operadors
de Schrodinger quasiperiodics (vegeu la figura 5). Paradoxalment la resposta a
aquest fet crucial té gairebé vuitanta anys!
Ince, el 1927, investiga I'’equacié de Mathieu (que déna nom a I'operador
«Almost Mathieu»),
x™+ (a+bcost)x = 0°,, (13)

que és una equacio diferencial de segon ordre, periodica en el temps. Ince veié
en aquesta equacio, que quan b & 0 no es pot donar la coexisténcia de dues
solucions periodiques (o antiperiodiques) linealment independents per a uns
mateixos valors de a i b. Per fer-ho veié que els coeficients de Fourier d’'una
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soluci6 periodica han de complir una equaci6 en diferéncies del tipus
b (Xk+1 + Xk—1) + K2Xk = —axy, k CZ1 (14)

que és també lineal i de segon ordre. Ara bé, una equacié d’aquest tipus no
pot tenir dues solucions a 12(Z) linealment independents, ja que aleshores
la matriu fonamental no podria tenir determinant constant. Per a solucions
antiperiodiques es procedeix de manera similar i contradiu la coexisténcia per
a I’equaci6 de Mathieu (13).

Per reproduir aquest argument en el nostre cas, comencem observant que
I’equacioé de Harper (1), igual que I'equacié «dual» de Mathieu (14), no pot
tenir simultaniament dues solucions a 12(Z) linealment independents. Com
que la independéncia lineal es preserva per la dualitat d’Aubry, I'equacié de
Harper dual (11) no pot tenir dues solucions quasiperiodiques del tipus (10)
linealment independents. Pero aixo és precisament el que passaria si la matriu
de Floquet B, fos la identitat, com es dedueix de la representacié de Floquet
(8). Per tant, el forat espectral és obert i aix0 acaba la demostraci6 en el cas
diofantic i no critic.
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Butlleti Digital de la FME, amb motiu del Curs Einstein. Aquesta recerca ha estat
financada en part pels ajuts DGICYT BFM2000-805, BFM2003-09504-C02-01 i
CIRIT 2001 SGR-70.
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